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Introduction

« On ne construit plus d’exemples pour illustrer les théoremes
et les théories mais pour mettre en défaut les raisonnements de nos peres »

Henri Poincaré

Traditionnellement, nous définissons la « dimension » d"un objet mathématique comme le
nombre de parametres nécessaires pour décrire ses éléments. Une droite est de dimension
1 car il suffit d'un nombre (1’abscisse) pour y placer un point, un plan de dimension 2 car
il faut une abscisse et une ordonnée, I’espace courant de dimension 3 etc.

Des lors, parler de « dimension non entiere », c’est aller contre cette intuition naturelle, c’est
finalement étre “coupable d'hérésie”. A I'image de la remise en cause du dernier postulat
d’Euclide, c’est aussi s’attaquer a un fondement.

Comment mettre en place un outil mathématique donnant des dimensions non entieres ?

Quels sont ces « monstres mathématiques » qui ne sont ni de dimension 1, ni de dimension
n2

2 mais étrangement de dimension — ?

In3
Notre projet se divisera de maniere triadique. Dans un premier temps, nous mettrons en
place cet outil : la dimension et la mesure de Hausdorff. Puis nous étudierons une fractale
basique : « I'ensemble triadique de Cantor ». Enfin, nous présenterons quelques travaux

annexes résultants de cette étude.






Chapitre 1

Mesure et dimension de Hausdorff -

autosimilarité

« I'll take your brain to another dimension. »
The Prodigy, out of space

Dans tout le projet, on se donne E un espace affine euclidien de dimension n. Dans ce
chapitre, on considére une partie F de E fixée.

Sauf mention contraire, B(x,¢) (avec x € R" et ¢ € R) désignera une boule ouverte
centrée en x et de diameétre réel e.

1.1 Mesure et dimension de Hausdorff

1.1.1 Mesure de Hausdorff

Définition 1: Soit U C E. On appelle diametre de U que 1'on note |U| ou diam(U)
I'élément de R :
Ul = sup [x—y|
(x,y)eU?

Définition 2: Soit p = {U;};c], un ensemble de parties de E (I, ensemble d’'indices). On
dit que p est un recouvrement de F si et seulementsiona F C J;¢; U;

» SiCard(I) < +o0, ce recouvrement est dit fini. Dans ce projet, les recouvrements au-
ront systématiquement des éléments dont le diametre n’est pas nul (nous verrons pour-
quoi apres).



Définition 3: Soit ¢ > 0. p est un e-recouvrement de F si et seulement si ¢’est un recou-
vrement de F et que I'on a pour touti de I, |U;| < e.

» On note Rec,(F) ’ensemble des e-recouvrement de F.

Propriété 4: Soient €1, ¢; tels que 0 < g1 < &. Alors, tout e1-recouvrement est un ¢;-
recouvrement et on a Rec,, (F) & Rec,, (F).

Preuve : Soient ¢1,¢; tels que 0 < ¢1 < &. On pose p = {B(x,¢/2), x € F}. Alors
p € Rec,, (F) mais p ¢ Rec, (F).

Définition 5: Soit (¢,5) € R x Ry et soit F non vide. On pose :

Hse(F) = inf (Z |ul-|5>

pERec:(F) \ je1

» Hs.(F) appartient a R et existe toujours.

It Cette définition signifie que 1’'on considére 'ensemble des e-recouvrements et la somme
de leurs diametres élevés a la puissance s. La valeur de H;(F) est I'inf. de ces sommes.

» Nous considérons uniquement des recouvrements dont les éléments ont un diameétre
non nul, sinon l'inf. serait toujours nul pour s > 0. En effet, p = {x,x € F} estun recou-
vrement ouvert constitué uniquement de points et donne donc une mesure de Hausdorff
nulle pour s > 0.

Remarque 6‘ Soit p un recouvrement. On notera ||p||s = ¥; |U;|°.

Propriété 7: La fonctionde R dans R quia e associe H; . (F) est décroissante (conséquence
de la propriété 4 p. 6).

» Conséquence : Cette fonction a donc une limite en 0.



| Définition 8| Soits € R.. On appelle mesure de Hausdorff de F en dimension s I'élément de R} :

Ho(F) = lim Hs.(F)

e—0t

6 r:'
— eoo
A 3 e— 0t
Gl Eomecoudimus W €~ Ascoudumint  (€ct)

| Définition 9|  Si pour un s, H(F) est finie non nulle, F est appelé un s-ensemble.

1.1.2 Propriétés de la mesure de Hausdorff

Propriétés 10 :

(i) Vs > 0,Hs(0) =0

(ii)) F ¢ E = Hs(F) < Hs(E)

Preuve : (du (ii))

Soit F & E. Donc Rec(E) C Rec(F), d’out Hs(F) < Hs(E). |
Proposition 11: (admise) Soient F; et F, deux ensembles disjoints.

Alors Hs(Fl |_| Fz) = HS(Fl) + Hs(Fz)

Propriété 12| Soients > 0, A > 0.Soit # une homothétie de rapport A. On a Hg(h(F)) = A*Hs(F)

Preuve: Soite > 0, p = {U;}; € Rec,(F). Alors o’ = {h(U;)}; € Rec).(F).On note F' = h(F).
Ona: HS,)\E(F) = infp/ (Z |)\ui|5) < A® infp (Z \Ui|5) = ASHSIE(P).

Par passage a la limite, Hs(F') < AH,(F)



On montre I'inégalité opposée en procédant au méme calcul avec h~1(F').

On en déduit : Hs(AF) = A*H,(F). |

Propriétés 13| Soit (s1,52) € R3, 51 < s5. Alors::

(i) 0<™H,(F) <400 = H,,(F)=0

It Cela veut dire que si la mesure de F en une certaine dimension est finie (nulle com-
prise), la mesure de F en une dimension supérieure est forcément nulle. Et si elle est non
nulle (finie ou 00), elle est infinie en dimension inférieure.

Preuve :

(i) Soiente > 0 et 0 <51 < sy et Uun élémentd’un p € Rec,(F).

|U| < e etdonc |U[|2 = |U[2751 x |U]"T < 2751 x |U]%.

Dot inf Uu;l*2 | <inf e27ULIPT) < inf (€%27°1 x u; |t
ot (B i) < (Ee i) <im0 D)
ie. Hs, e (F) < e27°1H,, (F).

Comme s, —s1 > 0, €271 tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Et comme Hs, (F) est finie, par passage a la limite, H,, (F) < 0 soit Hy, (F) = 0 (car elle
est positive).

(ii) C’estla contraposée de (i) |

1.1.3 La dimension de Hausdorff

| Théoreme 14|  Soit F une partie non vide de E. Alors 3!s € [0, #] tel que :

Vs1 <s, Hs, (F) = 400 et Vsp >s, Hs,(F) =0

’ Définition 15 ‘ Ce s est appelé dimension de Hausdorff de F et on note dim(F) = s.




Preuve : (existence et unicité) non formelle
Idée : Soit F non vide. C’est au moins (au sens de l'inclusion) un point.

Or, en dimension 0, le point est de mesure 1 (il suffit de considérer un recouvrement
B(m, «), avec m, coordonnée du point et « suffisamment petit). Donc dim(F) > 0.

Et comme F C R", dim(F) < n.

L’'unicité, quant a elle, découle de la propriété précédente.

Remarque 16 : Le théoreme p. 8 ne nous donne en revanche aucun renseignement sur la
valeur de H;(F) pour le s en question. Celle-ci peut étre nulle, finie non nulle ou infinie. Il
y a 3 cas possibles :

H,(F
H;fF) ,\( ) ” H;-‘EF)
C } " g S
+o0 [ - ¥ oo p

4

L

me N
W o A t ——p>s
" > 5 fe) . 4 -t S
° n s = dim(F) n o had n’

s = dim(F) X im(F
F est un s-ensemble. 8 = dim(F)



‘3:} Eclaircissement

Définir la dimension comme on vient de le faire peut paraitre trés obscur. Voyons avec
deux cas simples, un segment et un carré, en quoi la dimension de Hausdorff est com-
patible avec la dimension dite « euclidienne ». De maniére provisoire, nous prendrons
volontairement des libertés avec la rigueur, le formalisme et les démonstrations afin

d’éclaircir les notions que 1’on vient d’aborder.

» Premiercas: I = [0,1] C R, la droite réelle

On peut le recouvrir de nombreuse manieres.

Un recouvrement possible est celui ott 'on prend n boules fermées de diametre 1/n.
0 1

WL . . e e N

(les boules fermées sur R sont bien siir les segments).

n n

Soits >0, Y |Ui]* =Y’

i=1 i=1

n

Si maintenant, on veut des diametres « deux fois plus petits », %, il nous faut deux fois
plus de boules pour recouvrir la méme surface.

2n

2n
Y ulf =Y
=1

i=1

° 2n
(2n)s

1

n

On fait tendre n vers +oco. Pour s = 1, les sommes ci-dessus valent toujours 1 mais elles
tendent vers +o0o sis < 1 et vers 0 si s > 1. Ce qui nous donne une dimension de 1
conformément a la définition p. 8.

10



» Deuxiéme cas: C = [0, 4] x [0, Q] C R?

On peut le recouvrir par :

— 1 boule de diametre 1

4 boules de diametre 1/2

16 boules de diametre 1/4

— (22)" boule de diametre 1/2"

9
S
1
i

o VE
22n 22” 1 S 221’1
* . s — —
PournGN,onaalors.i;]LL] —l; o D5

Pour n — +o00, cette somme tend vers 1sis = 2, vers +o0o0 sis < 2,vers0sis > 2. On

trouve une dimension 2 qui conforte une nouvelle fois le principe énoncé au théoréme p. 8.

Remarque : On a en fait prouvé uniquement dim(C) < 2. Ce recouvrement n’est d’ailleurs
pas optimal (pour information, le recouvrement optimal est celui par des disques apollo-
niens, voir Sapoval).

» L’intérét de regarder deux cas simples de maniere non formelle est de faire comprendre

le role (primordial) de I’exposant s. Cela devrait, espérons-le éclaircir le lecteur ou la lec-
trice sur le pourquoi et le comment de la mesure et de la dimension de Hausdorff.

11



1.2 Autosimilarité

1.2.1 Définition de "autosimilarité

Définition 17: Soit A € R’ . Une application S : E — E est une similitude de rapport A si
c’est la composée d'une homothétie de rapport A et d'une isométrie.

Remarque 18 : Les similitudes forment un groupe (admis).

Remarque 19: Soit (A, A') € (R%)? tel que AA' # 1. La composée d’une similitude de
rapport A et d’une similitude de rapport A’ est une similitude de rapport A

Définition 20: Une partie F de E est dite similaire & une partie F’ de E si et seulement si
il existe une similitude S telle que S(F) = F'.

| Définition 21|  Soit F une partie bornée de E Soit (A, k) € R% x N*. F est dite autosimilaire
de type (A, k)si et seulement si il existe k similitudes Sy, ..., Sy toutes de rapport 1/A et

k
telles que F = |_| Si(F) (U] représentant l'union d’ensembles disjoints).
i=1

Définition 22: Si F est autosimilaire de type (A, k) € R} x N* avec (A, k) # (1,1), alors
F est une fractale.

12



03 Quelques exemples

La courbe de Roch et ses généralisations

On part dans le plan du segment [0, 1] de
I"axe des x que I'on remplace par 4 seg-
ments de longueur 1/3 ainsi placés :

Cette courbe,
dont la base
est ensemble
de Cantor, a
été décrite par
Von Koch en
1904 comme
exemple de

« courbe
continue

sans tangente
obtenue

'

Et on réitere le procédé pour chacun
des 4 segments.

5

On considere donc les images itérées
de [0, 1] par la famille formée des deux Par une
homothéties utilisées dans I’ensemble construction
de Cantor et de deux similitudes géométrique
directes de rapport 1/3 et d’angles #/3 ., . . B

7 éléementaire ».
et — /3. La courbe de Koch est I'at- X i
tracteur de cette famille.

Y
o

Wi e ous oy

La courbe de Koch
Octogone de Koch

Tangente - Les Fractales (p. 69)

13



Fig 14. Obtention d'une courbe de von Koch quadratigue On a represente les
premiéres opérations permettant d'obtenir la courbe de von Koch On pant
d'un segment (en haut) que 'on remplace par la ligne brisée montrée en des-
sous, qui est constituée de segments de longueur 1/4. Puis on répéte cette

opération sur chacun de ces segments : on obtient la figure swvante, dont
| chaque segment st de longucur 1/16 Au stade suivant, la longueur eléementaire
est 1/64 La figure du bas représente approximativement la courbe de von Koch
l obtenue aprés une infinite d'itérations
T
3
= 3

o i g Von Koch quadratique

P Universalités et Fractales (p. 69) -
P B. Sapoval

10 1[|.

Museum

Rotterdam.

Dimension du Visage de Ia guerre

Pour calculer la dimension fractale d'un compact K du
plan, on peut recouvrir le plan d'une grille formée de
carrés de cité de longueur 1/2" et compter le nombre
N (X) de carrés coupant K.

Si la limite

In(N, (K))

+= In{2™

n--
existe, alors sa valeur d est la dimension fractale de K.

i, en premidre appreximation, on assimile grossiérement
l'=vre de Dali en un emboitement d'ellipses comme
représenté sur la figure ci-contre, on trouve une dimension
fratale voisine de 0,705. La mort illustrée par Dali appar-
tient donc 4 la famille des poussiéres de Cantor.

Tangente - les Fractales (p. 57)

14



1.2.2 Propriété de I’autosimilarité

Proposition 23 :  Soit (A, k) € R} x N*. Si F est autosimilaire de type (A, k) alors elle est
aussi de type (A", k") pour tout n € N*.

Preuve: Soit F un ensemble autosimilaire de type (A, k).
k
On peut écrire F = | | S;(F) o1 S; est une similitude.
i=1
On peut de nouveau exprimer le F entre parenthéses comme une réunion disjointe et on a :
k k
F=|]S(|]S«(F)=|]]] SioSu(F).

i=1 i'=1 i=1i=1

S;o Sy est la composée de 2 similitudes de rapport 1/A. C’est donc une similitude de rap-
port 1/A%. L'ensemble F s’exprime maintenant comme la réunion disjointe de k? parties
disjointes auxquelles elle est similaire. Elle est donc un ensemble autosimilaire de type

(A2, k?).

Par récurrence sur le nombre de réunions disjointes, on peut écrire F = |_| Siyo...085; (F).
i1,..esin €[1LK]"

A chaque application S;, o0 ... 0 S;, est une similitude de rapport 1/A" et cette réunion
comporte k" parties disjointes.

D’ott F est un ensemble autosimilaire de type (A", k™). |

1.2.3 Dimension d’un ensemble autosimilaire

| Théoreme 24| Soit (A, k) € R% x N*. Soit F un ensemble autosimilaire de type (A, k). Si
Ink

InA’

pour un certain s, 0 < H;(F) < +oo alors s =
Preuve : Soit F un ensemble autosimilaire de type (A, k).

Supposons que pour un certain s, 0 < Hs(F) < +o00.
k k k
Hs(F) =Hs | || Si(F) | = 21 Hs(Si(F)) = ﬁHS(F) comme les similitudes ont méme rapport ;.
i=1 i=

15



Or, cette égalité est vrai si et seulement si % =1, ie.s = Ink [ |

m.
Ink
| Théoréme 25| Soit F un ensemble autosimilaire de type (A, k). Alors dim(F) < 12—}\
Preuve :
. o : Ink . -
Soit F un ensemble autosimilaire de type (A, k). Soit s = ——. Soit B une boule fixée

vérifiant F C B et soit 6 son diameétre (il en existe toujours car F est bornée).

k k

Ona:F = |_| Si(F) C U Si(B)
i=1 i=1

) )
Alors {S;(B)}; estun X-recouvrement de F par k boules de méme diametre T

Par récurrence sur 7 (le nombre de réunions), on en déduit que pour toutn € N:

F = | ] Siyo...08,(F) c |J Sio...08,(B)
i1,...,i,1€[[1,kﬂ” i1,ee0sin

Soit {Bj}icpi ] = {Siy ©---05i,(B)}iy,.ie[i- {Bj}; est un recouvrement de F par k"

boules de diametre —.
Ai’l

In(6/¢)

Soit ¢ > 0. En prenant n = E ( ) +1 (ou E désigne la partie entiére), onan € N

InA
et [Bj| <e.
: kn S n 5 ’ k " S S
HoulF) = inf ol < 1B, = & () = (5) &=2
]7 ,

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit Hs(F) < &° < 400

Ink
Etdonc dim(F) < s = —. [
oncdim(F) < s A
L ties e 1l , ) Ink
Remarque 26 : En réalité, nous avons aussi I'inégalité dans 1'autre sens : dim(F) > ™

Ink
(etd’ou dim(F) = ln—). Nous ne ferons pas la preuve de cette inégalité dans le projet pour
le cas général mais simplement pour le cas particulier de I’ensemble triadique de Cantor
dans le chapitre II.

16



Chapitre 2

Ftude d’une fractale : I'ensemble
triadique de Cantor

2.1 Les ensembles de Cantor

2.1.1 Définition

’ Définition 27‘

Soit I = [0, 1]

Soit A = (A,),>1 une suite de réels dans |0, 1].

On définit par récurrence une suite de parties F, de [0,1] :

=1

F,; est une réunion finie et disjointes d’intervalles fermés I,, ; de méme longueur. On obtient
F,41 en “enlevant” a chaque I,, x I'intervalle ouvert de longueur A, x |I, x| centré dans I, .

Si on appelle Ji cet intervalle, on a donc I, s \ Ji = L1161 U L1 k-

Onnote K = ﬂ F,.
neN

K est appelé 'ensemble de Cantor associé a la suite A.

17



i
S
|.||..|',a.

P(] }.L(Fo) =]
Lol
I B L,
2 3 ] Fi u(F1) = (1 = A)u(ko)
J1
Ig 1 J'z Ig’) ){'I 1'21 j'g, 12’4
E ' 4 i E 3 E | F u(F2) = (1 = A)u(Fr)
() (322) li =1-A)1-M)F

n wonoo " o opn F, u(E) = (1 = A)u(E,)
=[TL,(1 = A)Fo

(sur le schéma p est la mesure de Lebesgue).

L’ensemble F;, est la réunion de k" intervalles disjoints.

Remarque 28| Par construction, pour toutn € N, F;,11 C Fy.

» Notations

Notation 1

A 1« étape N », on note Iy (k € [[1,2V]) le ki€ intervalle (en comptant de gauche a
droite) de Fy. On pourra noter Iy un intervalle quelconque de Fy si la position de cet
intervalle n’importe pas.

Notation 2

On note I (o) et I(q) les intervalles respectivement a gauche et a droite de F;.

Dans Fy, on définit une suite w = (w;);<n d’éléments de {0, 1}.

On note Ij,jo et o)1, lesintervalles (appartenant a Fy1) respectivement a gauche et a
droite inclus dans I, . ,)-

Plus simplement, on note [, ] = l(w,..wn)r Ljwn)o = L(w,..wn0), €te.
Les extrémités de I, ) sont notés aj, ) et bjy,-

18



oy
.

-

)

Remarque29| |[l|=1 ; |h|<j|b|=1/2 ; [L|<3|h]<(3)*

Et par récurrence, pour tout n € N*, |I,| < (3)".

2.1.2 Propriétés générales des ensembles de Cantor

| Définition 30| On appelle « points fondamentaux gauches (respectivement droits) de K »,
les extrémités gauches (respectivement droites) des intervalles de la “construction” de K.

» Par construction, un point de K ne peut pas étre gauche et droit.

Proposition 31: Les points fondamentaux de K sont dans K.

On utilise la notation 2.

Soit x un point gauche fondamental de K. On montre par récurrence que x € (,cn Fn.

x € Fy. Comme pour toutn € N, Fyy1 C Fy (voir remarque p. 18), il suffit de montrer :
xEFn:>x€FN+1.

Soit N tel qu’il existe I}, ) un intervalle dont x est une extrémité. On a donc x € Fy.

N

Al'«étape N + 1 », x est I'extrémité gauche de I}, jo. Donc x € Fy1. U

19



On démontre d'une fagon similaire que I'extrémité droite d"un intervalle I, | est'extrémité

de l'intervalle I}, ;. |

Définition 32: Un ensemble F est dit compact si et seulement si de tout recouvrement de

F par des ouverts, on peut en extraire un sous-recouvrement par des ouverts fini.

Proposition 33: (admise) Sur R, les compacts sont les fermés bornés.

Proposition 34: K est un compact.

Preuve : : Le complémentaire de K est une réunion dénombrable d’ouverts, c’est donc

un ouvert. D’ot1 K est un fermé. Il est de plus borné par [0,1], c’est donc un compact.
n

Remarque 35: Les fermés étant boréliens, K est aussi un ensemble borélien.

Définition 36 : Soit 2 un point d’un ensemble F. a est dit a l'intérieur de F si et seulement
siil existe ¢ > 0, tel que B(a,¢) C F.L'ensemble des points intérieurs de F est noté E.

Définition 37 : F est dit dense dans E si et seulement si F = E ot F est ’adhérence de T.

Proposition 38| Kn’a aucun point intérieur.

Corollaire 39: Le complémentaire de K dans [0,1] noté B[O,l] (K) est dense dans [0,1].
Preuve : Il suffit de montrer qu’aucune boule ouverte non vide ne peut étre dans K.
Soient ¢ > 0, x9 € K et B = B(xg, ¢/2) la boule ouverte centrée en xy de diametre ¢.

Ona |Ip| = 1 et par construction, & toute étape n de la construction de K, |I,| < 3|I,_1]-

1 n
D’ot, par récurrence, a chaque étape n, |I,,| < (E) :

Pour que B soit incluse dans K, il faut qu’elle soit incluse dans chacun des F,.

Orsie > 1, Bn'est déja pas incluse dans F, car il y a une discontinuité en 1/2.

—1
Sie < 1,onprend N = E ( I I;E) +1 (ot E est la partie entiére) et ona N € N et
J,_/
>0
|In| < |B|, ce qui implique de B n’est pas incluse dans Fy. O
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Onaalors F = ) = Cog (K) =1[0,1] = Cio,11(K) = [0,1].
D’ou C[o,l} (K) dense dans [0,1]. [

Définition 40 : Un ensemble F est dit parfait si et seulement si il n’a pas de points isolés,
c’est-a-dire : soient x € F, ¢ > 0, dxp € F avec x # xo tel que xo € B(x,¢/2).

» Exemple simple : I'intervalle ]0,1[ est parfait.
Proposition 41: K est parfait.
Preuve: Soitx € K, ¢ > 0 et B = B(x,¢/2) est la boule ouverte de centre x et de diametre ¢.

Sie > 1 alors I'une des deux extrémités de K (0 ou 1) appartient a B.

—Ine
Si 1, al N =E
ie < 1, alors on pose ( 2

—
>0

)—l—l etonaN € N*et |I,| < (3)N <e.

xe€K<=xe () Fetdoncx € Fy.
neN

Donc il existe mg € [1,2N] tel que x € IN -

Si x est 'extrémité gauche de Iy ;,,, on prend xo extrémité droite de Iy, sinon on prend
xo, extrémité gauche de Iy .

xo est donc un point fondamental de K et d’apres la proposition p. 19, on a xy € K.
Onaalors x # xg et |x —xo| < |Inm,| < (3)N <e, cest-a-dire xy € B. [

Proposition 42: Pour tout m € [0, 1], on peut trouver une suite A tel que ’ensemble de
Cantor K associé a cette suite soit de p-mesure m (i, mesure de Lebesgue).

Preuve:

Soit A = (Ay)nen+ une suite de réels dans |0, 1.
o0
D’apres le schéma p. 17, ona: u(K) = [J(1 - An).
n=1
Trouvons une suite vérifiant [T3° ; (1 — A,) = m.
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Sim = 0, on prend la suite constante A, = 1/2.Ona: u(K) =[I>>4(1-1/2) =132,(1/2) = 0.
Soit m €]0, 1[.

Nous devrons trouver une suite de A, vérifiant :

(I1-2A1) (1—=2A2)... = m
Al x Abx... = m ou A, =1-A,
eln()\’1 X ApX..) plnm

—InA—InA,—... = —Inm (tous les termes ici étant strictement positifs)
M+ +.. = m' ou Al = —InA, et m"=—1Inm

Pour tout n > 1, on pose A/l = (3)" m”".

(0]
Ona ) Aj=m".
n=1

Etalors A, =1— A, =1—¢N = e Inm _ q _ . (1/2)"

La suite A, ainsi définie est dans ]0,1[ et vérifie les hypothéses demandées. u
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2.2 Approche topologique de I’ensemble triadique de Cantor K3

2.2.1 Définition de K3

Définition 43 : On appelle ensemble triadique de Cantor, ’ensemble de Cantor associé a
la suite constante A = 1/3. On le notera Kj.

» Construction

On peut donc construire I’ensemble triadique de Cantor de la facon suivante. A la premiére
étape, on enleve le tiers central (ouvert) de I = [0,1], onadonc F; = [0, 3] L [3,1].

A unintervalle I (wy] = [a,b] de Fy, on enleve le tiers central et on a alors I, o = [4,a + ba]
et Iy = [b— 173;“, b]. Fy est la réunion de tous ces intervalles disjoints et K3 est 'inter-
section de tous les Fy.

Remarque44: Ona: pu(ljg, 10 M wy1) =a+ b%“ —a+b—-b+ b%“ =2(0b—a)= %u(l[wm).
On en déduit alors que pu(Fyy1) = %u(FN).

O 41
E = I
\
0 3 Z 1
—- Fa
g L = 2
o ¥ ¥ 3 3 3 3 1
= b 3 R
® 00
nwnunh wnun wuunh wunyn K}
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2.2.2 u-Mesure de K3

Proposition 45: La p-mesure de K3 est nulle (ou u est la mesure de Lebesgue).
Preuve :

D’apres le schéma p. 17, u(Kz) =[132,(1—-1/3) =TI3>4(2/3) = 0.

2.2.3 Dimension de K3

| Théoréme 46| Soits = E—; Onadim(K3) =s et Hs(Kz) =1

Corollaire 47 : Soits = iz—é Alors K3 est un s-ensemble.

Preuve:
> Avant de commencer...

La preuve de ce théoreme est la plus importante (et la plus longue) de notre projet. Nous
allons résumer les points importants de cette preuve avant de rentrer dans les détails.

Dans un premier temps, nous allons trouver un e-recouvrement dont la somme des diametres
élevés a la puissance s vaut 1. On en déduit alors que Hs(K3) < 1 et donc dim(K3z) < 's
(Proposition 1).

Pour prouver que Hs(K3) = 1, on va montrer I'inégalité dans 'autre sens H;(K3) > 1:
c’est la proposition 2.

Celle-ci se démontre en plusieurs étapes :

» On considere un recouvrement (de K3) quelconque : on peut trouver un recouvrement
ayant méme norme ||.||s (premier lemme), ||.||s étant la somme des éléments de I’ensemble
élevés a la puissance s » On considere un recouvrement quelconque par des fermés, on
peut trouver un recouvrement par des ouverts dont la norme ||.||s est “légeérement plus
élevée” (deuxieme lemme)

» On considére un recouvrement quelconque par des ouverts, on peut en extraire un
sous-recouvrement fini par des ouverts disjoints (troisieme lemme)

» On considére un recouvrement fini quelconque par des ouverts disjoints, on peut en
extraire un sous-recouvrement par des fermés bornés disjoints dont la borne a gauche est
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un point fondamental gauche de K3 et la borne a droite un point fondamental droit de K3
(quatrieme lemme).

» Or ce dernier recouvrement est supérieur au égal a un recouvrement dont la somme
des diametres vaut toujours 1, donc par “remontées successives” dans les lemmes, pour
tout recouvrement p, ona ||p|[s > 1. O

Proposition1: H,(K3) <1

Preuve:

. 1n2 . -1
Soit s = 3 Soit e > 0. On pose: N = E< h&e) +1.

On e-recouvre K3 par p = {Iyy, k € [1,2V]}.

Iy a donc 2V intervalles de diametres 1/3N.

2N 2N s M3 N
1 N 1 In3 2
Or, kzl |IN,I|S = kzl 3_N =27 X (3_1\]) = 2_N =1.

Donc Hs(K3) <1 O
Proposition2: Hs(K;3) >1

Lemme1: Soitp = {U;}; unrecouvrementde K3 par des parties bornées de R. Il existe
o' = {I;}; oules I; sont des intervalles fermés bornés de R et tel que ||pl|s = ||0’||s-

Preuve du lemme : Pour touti € I, on pose I; = [inf U;, sup U;]. Ils existent toujours car
les U; sont bornés. Ce sont bien des intervalles fermés bornés et on a : |[;] = |U;|, donc

lells = le'lls- O

Lemme 2 : Soit o' = {[;};, I; un recouvrement par des fermés bornés. Soient s >

0etn>1.
On peut trouver un recouvrement R, = {O;}; tel que pour tout i :

» O, soient des ouverts
» [ CO;

> le'lls = lIRqlls

Preuve du lemme : Soit o’ = {I;};, I[; un recouvrement par des fermés bornés. Soient
s>0etn>1.

On peut noter I; = [¢; — 1;,¢c; + ;] ol c; est le centre et 7; le rayon de l'intervalle I;.
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On définit O; =]c; — n'/5r;, c; + n'/5r;|, suite d’ouverts.
Commes >0, n>1=n/s>1 et n'/5; >r;. OnadoncI; C U,.

On note R, = {O;};. Par construction, | JU; C [ JO;. Donc Ry, recouvre le méme en-

1 1
semble que p'.

De plus, ||Ry|ls = X |0 = Z(nY5|L])* = nZ|LI° = nll0|s- o

Lemme 3: Soits > 0.Soit R = {O;};, recouvrement de K3 par des intervalles ouverts.
On peut trouver R” = {O/};, un recouvrement fini de K3 par intervalles ouverts disjoints
etona [[R|[s = [[R"]s.

Preuve du lemme : Soits > 0. Soit R = {O;};, recouvrement de Kj par des intervalles
ouverts.

Comme K3 est un compact, d’aprés Bolzano-Weirstrass, on peut en extraire un sous-recouvrement
fini par des intervalles ouverts. Notons R’ = {O/};c; avec I = {1,..., N} un tel recouvre-

ment . Montrons maintenant qu’on peut se ramener a des intervalles ouverts disjoints.

Scholie: Soient O] et O} deux intervalles ouverts de R. On peut trouver deux intervalles
ouverts disjoints O;" et O tels que (O;UO}) NKs = (O UOY) NKs.

Preuve : Soient O] et O;- deux intervalles ouverts de R. A un changement d’indices pres
(faisable car 1’ordre n’importe pas), on a trois cas :

1) O; et Oj sont disjoints. Dans ce cas, on pose O = O; et O} = Of.

2)
r—- O;’
— O
O;. C O;. Dans ce cas, on pose O/ = O/ et O;- = (.

3)
4 l).
J—L

aj by

) C aigaj<bi§b]-

a;,b;,a;,b; étant les extrémités respectives de O] et O;-.

£0

. e FN\
Dans ce cas, on prend un ¢ vérifiant ¢ € |aj, bj[ NCK;.

26



C’est toujours possible car CK5 est dense dans [0,1].
On pose O} =]a;, c| et O;-’ =]c,bj[ qui sont des intervalles ouverts disjoints non vides.

Dans chacun des cas O/ C O! et O;.’ C O;- d’ou
de la scolie)

oY| + |O;.’| < |0}| + |O;| (fin de preuve

On considére maintenant R’. Grace a la méthode décrite ci-dessus, on peut trouver un

ensemble R’ d’intervalles disjoints tel que R” C R’ soit aussi un recouvrement de K3. On

. ) gy N(N+1 :
le fait par récurrence en considérant les % paires de 'ensemble R’.

Etonaalors R” C R’ etdonc |[R'||s = ||R”s.
Lemme 4 :

Suite a des contraintes temporelles, on en donne le manuscrit.
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Comme dit en introduction, ce dernier recouvrement ayant sa somme des diametres élevés
a la puissance s toujours égale a 1, par “remontées successives” dans les lemmes, pour tout
recouvrement p, ona ||p||s > 1 O

Ainsi, d"apres les propositions 1 et 2, par double inégalité, on a donc :

HS(K3) =1 B

29



2.3 Approche numérique de K;

2.3.1 Développements triadiques, définition de K3 avec ces développements

Définition 48 :  Un développement triadique d’un réel x € [0, 1] est une suite (x),en+
d’éléments de {0,1,2} telle que x = ¥, cn- 5¢. On admettra par la suite que tout réel en
possede un ou deux.

Définition 49 :  On appelle développement impropre un développement dont la suite
(xn)n est égale a 2 pour tout n a partir d’un certain rang ny. On appelle développement
propre tout autre développement.

Proposition 50 : Si x € [0, 1] posséde un développement impropre alors il possede aussi
un développement propre.

Preuve: Soit x un réel de [0, 1] possédant un développant impropre (xy,),en:-

Soit ng tel que ng # 2 et Vn > ngy, x, = 2.
YR-ERe Yy 2-%%
n=1 3" n=1 3" n:n0+1 3n0

On pose (x),)n tel que YV < ng, X, = Xy, Xy = xny +1, Vn>mng, x;, = 0.

“+00 x/
Xy, €{1,2}etx = ) ==
n=1
La suite (x},),en+ est donc un développement propre de x. u

Proposition 51: Soit x € [0, 1]. Il possede zéro ou un développement dans lequel, pour
toutn € N*, «x, # 1.

Preuve: Soitx € [0, 1]. Si x possede deux développements, il posséde un développement
impropre, donc il existe (x,),en- telle que :

Sixy =0,etqueVn <N, x, #1 alors le développement impropre de x est sans 1.
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Sixy =1,etqueVn < N, x,, # 1 alors pour la suite (x;,), du développement propre x}, =
xn +1 = 2, et donc le développement propre de x est sans 1 (puisque Vi > N,x, =0). B

| Théoreme 52| L’ensemble triadique de Cantor est I'ensemble des réels x de [0,1] tel qu’il

existe un développement triadique de x sans 1.

Corollaire 53 : Si x € Kj alors il existe un seul développement (x,),cn+ satisfaisant :
(Vn e N*, x, € {0,2}).

Preuve:
Lemme 54: Soit I|,, | un intervalle de Fy.

_ 2w 2w 1
Alors il est de la forme I, | = [2[wy ] blwy]] = [k; 3_kk’ (Z —kk> + N

Preuve dulemme: Nous alors le montrer par récurrence. F; = [0, 3] U[3,1], 'hypothese
est vérifiée.

Soit I|,,,) un intervalle quelconque de Fy. On note a et b ses extrémités. Supposons que
N N
Za% Za% 1
llwy) = la,b] = Lzl 3k 'kzl & TaN
d’une forme similaire.

et montrons que les intervalles de Fy1 sont

b—a [N 2w+ 25— 2 1 N 2w 1

r_ _ 3 3 _ k

b=at—= (Z 3k T INTT k; 3% | T 3N

On pose la suite (w; )x a N + 1 éléments telle que pour toutn < N, wj = wy et wy,, = 0.

N+1 2CU/ N+1 zw/ 1
Z _kk’ (Z kk> + N
3 3 3N+1

k=1 k=1

On a alors I[wlN] = I[wN]O =

I ), intervalle de Fy . vérifie 'hypothese.




b =1b

On pose la suite (w; ), a N + 1 éléments telle que pour toutn < N, wy/ = wy et why,; = 2.

NAT 2w (NEL 20 1
y 2 ( y k)
3 3k 3N+1

k=1 k=1

On a alors I[wm = I[wN]l =

Iy, intervalle de Fy 1 vérifie 'hypothese.

Par récurrence, 'hypothése du lemme est donc démontrée. ]
> Soit K’ = {¥,en+ 5, x € {0,2}}.
On montre K’ = K3 par double inclusion.

Montrons K’ C K.

Xn

Soitx € K.Ona:x= Y 30 avec (xn)n suite d’éléments de {0,2}.
neN*
. S Xp
Pour N > 1 fixé, on pose ¢ = Z ETR
n=N+1
. pR— N xn
Onaalors: x = 213—”+c.
n=

Donc x € [Z}{V:l %, (Z,i\]:l 23%) - 3%,] = Iy, (d’apres le lemme ci-dessus).

Donc x € Fy. Comme c’est vrai pour tout N, x € (] F, etdonc x € K.
neN*

D| Kz C K. Soitx € [0,1]. Celarevient a montrer par contraposée: (x ¢ K' — x ¢ K3 ).
Soit x € [0, 1] tel que x ¢ K'.

Il admet un développement triadique : x = % ;C—Z avec Vn € N*, x,, € {0,1,2}.
neN*

Comme x ¢ K/, il existe un n tel que x,, = 1.
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Xn

Soit N = niean*(xn =1) et c=Y2 N1 3

Onax:ilg"llg—z+3il\]+c et0§c§3iN.

Sic:O,onax:Nilg—Z—l—SiN:N_l;—Z—l— Eo 32—n et donc x € Kj.
n=1 n=1 n=N+1

Sic:g%,onax:igj;—z—k?% et donc x € Ks.

1 N, 1 (N 2
Onadonc0<c<3—N et x € kglﬁ—l_?’_N, k;? +3n

Posons la suite (wy ) en tellequeVn < N—1, w, = xz—" Comme x, € {0,2}, w, € {0,1}.

N-1 N-1
Zwk Zwk 1

Onax € [];1 2 (k; 3 ) + 3N1] = Ijyy) donc x € Iy, -

N-1 N-1

1 2

OI',X> Z %4—3—1\] doncx> Z ;:k—i_?’_N’ ie.x%l[wN] pOLlI‘(,UN:O.

k=1 k=1

N-1 N

x 2 2wy

Et, x < kzl 3—: + 3N donc x < kZ1 3_kk’ ie. x ¢ Iy pour wy = 1.
D’ou x ¢ Fy etdonc x ¢ Ks. O

D’apres la proposition p. 30, pour tout x € K3, un et un seul développement satisfait a la
condition (Vn € N*, x, € {0,2} ). [ |

2.3.2 Bijection avec [0,1]

| Théoreme 55| (dit de Cantor-Bernstein)  Soient F et F, deux ensembles. S'il existe une

injection de F; dans F; et une injection de F, dans Fj, alors F; et F, sont en bijection.

» Ce théoréme est admis.

| Théoreme 56| K est en bijection avec [0,1].
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Corollaire 57 : K3 n’est pas dénombrable et a la puissance du continu.

Preuve : L’application « identité » de K3 dans [0,1] qui a tout x de K3 associe le méme
point x dans [0,1] est injective.

Exhibons une injection dans l’autre sens.

Soit f de [0,1] dans K3 qui a tout x de [0,1] associe y dans K3. On la définit ainsi :

+00 L.,

Tout x de [0,1] peut s’écrire en développement décimal x = Z{ %, x; €{0,1,...,9} dont
=

un seul développement est propre.

Xx1z6éros Xo ... Xy ...

. —~ N A~
Au développement propre de x, on associel’élémentde K3 : ¥y =0,0...020...020...020...

Les élements de K3 du type :

X1 ... XN 9zéros 9zéros 9zéros
Yt P e S e N e N e
y=20,0...020...020...020...020...020...

n’ont pas d’antécédents par f ce qui assure que f est bien définie.
Les éléments de K3 ont au plus un antécédent par f, donc f est injective.

On a donc trouvé une double-injection. Par le théoreme de Cantor-Bernestein, K3 et [0,1]
sont en bijection. O]

» La bijection de K3 avec [0,1] implique K3 est en bijection avec R, donc que K3 est non
dénombrable et a la puissance du continu. u

2.3.3 Autosimilarité et autres propriétés

Proposition 58 : K3 est un ensemble autosimilaire de type (3,2).

Preuve : Notons ici K pour K3

+o00

K=K;UK; ou Kg:{xng,ﬂ[O,l/3]}:{x,x:kza% et xy =0} «partie gauche »
+ooxk
et Kj={xeK3n[2/3,1]} ={x, x= Z—k et x7 =1} « partie droite »
k=1
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Soit h, ’homothétie de centre 0 et de rapport %

On adonc h(K) = K, ie. K et K, similaires.

D’une fagon semblable, on montre que 7 o h(K) = K; ou 7 est la translation de vecteur
2/3.

Donc K et Kj; similaires aussi.

En posant Sy = h et S, = 7 oh, il existe donc une écriture K = S1(K) LI S»(K) ot Sy et Sy

1
sont des similitudes de rapport 3
Donc K3 est un ensemble autosimilaire de type (3,2). u
Proposition59: x € Kz <= 1—-x € K3

Preuve : On le fait par une double implication.

. . . X
Soit x € Kj3. Il existe une unique suite (x;); tel que x = ; 3—; avec x; € {0,2}.
P>

1=0,2222... en développement triadique impropre. Posons (;); tel que pour touti > 1, u; = 2.

o u; xi_ U — X
o=l La~L 5
1=

i>1

xi=2=u;—x; =0 etdoncpourtouti, u; —x; € {0,2}.
Onaalors1— x € Ks.

Réciproquement, soit x tel que 1 — x € K3.
Alors1—(1—x) =x € K3 [

Définition 60: Soient Fj et F, deux parties de E. On appelle somme de F; et F, 'ensemble
F+E5= {Xl + Xy, x1 € F1, X0 € Fz}.
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» Par abus d’écrire, on notera F; — F, = {x1 — xp; x1 € F1, x2 € K}.
Proposition 61: K3 + K3 = [0,2]

Corollaire 62: K3 — K3z = [—1,1]

Preuve : On le fait par une double injection.

K3 € [0,1] donc K3+ K3 C [0, 2]

Pour prouver 'autre sens, on va montrer que tout élément x de [0,2] peut s’exprimer
comme la somme de deux éléments u et v de Kj.

Soit x € [0, 2].

Six = 2,alors onpose (i) en et (0y),en+ deux suites définies par: Vn € N, u, = v, = 2.

=
I
&
I
i [} gkt

2 sontbiendans Kz et x =u+v = i 2 i 2 _ 1=2
31 : a T 3 3 -

Six € [0,2[. Onnote (x,), la suite associée a son développement triadique propre, c’est-a-
dire qu'on a:

X=X 3n avec x, € {0,1,2}, la suite ne finissant pas par que des 2.

Aurang n, il y a deux cas possibles qu’on appelle « avec retenue » et « sans retenue ». Cette
distinction provient des valeurs prises par les différentes suites au rang n — 1.

» Silerang n est un cas « sans retenue » et si...
x; =0, onposeu, =0 et v, =0 etlerangn + 1 est « sans retenue ».
x; =1, onposeu, =0 et v, =0 etlerangn+ 1 est « avec retenue ».
Xp =2, onposeu, =2 et v, =0 etlerangn + 1 est « sans retenue ».

» Silerang n est un cas « avec retenue » et si...
x; =0, onposeu, =2 et v, =0 etlerangn+ 1 est « avec retenue ».
xp =1, onposeu, =2 et v, =2 etlerangn + 1 est « sans retenue ».
Xp =2, onposeu, =2 et v, =2 etlerangn+ 1 est « avec retenue ».

On trouve ainsi de maniére successive les valeurs de u,, et v, et cela permet d’avoir toutes
les valeurs possibles pour x.
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Les suites (u,), et (vy), ayant leurs valeurs dans {0,2}. Les éléments u = Y ° 3&

et v=Y,°, %% sontdoncdans K.
On a donc [O, 2] C Ks+Kjz, dou K3+ Kz = [0, 2] |

» Exemple

0,112120000... € [0,2]
0,022022222... € Kj
0,200200000... € Kj3

Preuve : (du corollaire)

K-K={x-—yxyeKi}={x—(1-y), x,ye K3} ={x+y—1, x,y € K3} =[-1,1]
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Chapitre 3

Pour aller plus loin...

« Finalement, nous arrivons au paradis des mathématiciens : ce sont le problemes qui, a force de
réflexion, ont engendré des idées nouvelles qui, souvent, dépassent de facon incommensurable le
probleme qui leur a donnée naissance. »

Jean Dieudonné

3.1 Le « Cantor abstrait » C

3.1.1 Définition de

| Définition 63| On appelle « ensemble de Cantor abstrait » ou par anacoluthe « Cantor
abstrait » I'ensemble K = {0, 1}¥, I’ensemble des suites a valeurs dans {0, 1}.

Définition 64: Soit F un ensemble. On dit qu'une application d de F x F dans R est une
distance si et seulement si pour x, y, z de E, elle vérifie :

d(x,x) =0
d(x,y) = d(y,x)
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

» Exemple:d(x,y) = |x —y|, ladistance usuelle dans R.
Définition 65: Soient (x,y) € K2 tel que x = (xy)en+ et ¥ = (Yn)nen:, suites d’éléments dans {0,1)]

On définit une applicationD: Kx K — Ry

(x, ]/) — Z |xn3_—n]/n|
neN*
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Proposition 66 : D est une distance sur K.

Preuve : Soient x = (Xy)uent, ¥ = (Vn)nen+ et z = (zn)pens, suite d’élements dans

(0,1}

Xn — Yn

%0 — Yn|
neN* neN*
A Vi I
neN* neN*

Xn — Yn n— Xn
Dy = ¥, B vl y Wil p,

neN* neN*

Xy, —Z X, — + —z Xn — —z
Dz = y Prool oy Bomytnm il oy B Sl g e S5 b,y 4D(y2)
neN* neN* neN* neN*

D vérifie bien tous les axiomes, c’est donc une distance. [ |

Définition 67 : On appelle cette distance D la distance discrétement triadique sur K.

3.1.2 K et K; sont homéomorphes

Définition 68 : Une bijection est bicontinue si et seulement si elle est continue et que sa
bijection réciproque est continue.

Définition 69 : Un homéomorphisme est une bijection bicontinue.

Définition 70 : Soient F; et F, deux ensembles. On dit que F; et F, sont homéomorphes
si et seulement si il existe un homéomorphisme de F; sur F, (et réciproquement).

| Théoréme 71| Kj3 et K sont homéomophes.

Preuve:
Soit I’application ¢ : K — K3
2x
X = (Xn)penr —— x= Z 3nn
neN*

Nous allons montrer que ¢ est un homéomorphisme.
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Lemme 72: L’application ¢ est bijective.

2
Preuve du lemme : ¢ est surjective car K3 = {Y ;e %, x € {0,1}}.

Montrons qu’elle est injective. Soit X = (xp)en+ €t Y = (Yn)nen+, suite d’éléments dans
{0,1} tels que ¢(X) = @(Y).

2 2
On a alors Z ;Z" = Z 3}{1 .
neN* neN*

D’apreés le corollaire p. 31, cela implique que X =Y, et donc que ¢ est surjective.
@ est alors injective et surjective, elle est donc bijective. O
Lemme 73: L’application ¢ est continue.

Preuve dulemme: On munit K3 de la distance usuelle d et K dela distance discretement
triadique D.

Soient X = (xn)pen: et Y = (Yn)nens, suites d’éléments de {0,1}, et x et y dans Kj tels
que (X)) =x et p(Y) =y.

2x 2
dxy) = —yl=lo(X) - =| ¥ Tr- ¥ 2
neN* neN*
Xn Yn X0 — Yul _
=2y Z- Y <2y HolMooD(XY)
neN* neN* neN*

Doncd(x,y) <2D(X,Y)

Soit (X, ) e une suite d’éléments de K tendant vers X et (uy),cn+, une suite d’éléments
de K3 telle que pour toutn € N*, ¢(X,,) = uy.

Comme d(u,,x) <2D(X,,X),ona:

Xn —>X:> D(XH,X) —>O:>d(l/ln,X) —>0:>un — X.
n—-+00 noo

noo noo

D’ott : (Xn — X = ¢(Xy) — (p(X)), ie. ¢ est continue O

1

Lemme 74: L’application ¢~ est continue.
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Preuve du lemme : Soit k = inlg {xn # yn}
neN*

Xy — S S 1
d(x,y) =2 Z n3nyn =2 Z ”3;13/11 2 2 3k Z 31
neN* n=k n=k+1
Donc d(x,y) > 3=

Soit (uy),en+ une suite d’éléments de K3 tendant vers x.

UNn

Pour N € N, on note uy = Y,,cn+ T

Soit ky = inf,en+{unn 7 xXn}

— 0 donc k;; — +o0.
noo

1
d(uy, x) > 3 Or, u, —— X donc d(uy, x) — 0 et oo

Soit (X ),env, une suite d’éléments de K telle que pour n € N*, ¢(X,,) = uy.
Ona, pour N € N, Xy = (un,, ) nen+

Soit X = (xp),en+, suite d’éléments de {0,1} tel que ¢(X) = x.

|uN,n_xn| sl |uN,n_xn| o 1
DXy X)= ¥ T = L T < Lo
neN* n=ky n=ky

1
Donc D(Xy, X) < 3 et k, — +oo donc D(Xy,X) — 0

kn—1 oo oo

Uy — x <= @(Xy) — o(X).
noo noo

. -1 .
On a donc: ((p(Xn) — (X)) = X, — ), donc ¢~ est continue.

Ainsi, d’apres les 3 lemmes précédents, ¢ est une bijection bicontinue.
C’est donc un homéomorphisme.

Donc K et K3 sont homéomorphes. n
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3.2 Fonction singuliére de Lebesgue

3.2.1 Définition de la fonction

En raison de contraintes temporelles, nous n’avons pas pu recopier le manuscrit en I&TEX.
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3.2.2 Propriétés de cette fonction
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